DERS 5
Limit Siireklilik ve Tiirev

5.1. Limit. Bir f fonksiyonu; ¢, L € R verilmis olsun.
Eger x in ¢ ye yakin (her iki taraftan da) her degeri i¢in f(X) sayis1 L ye yakin oluyorsa,
L sayisina X sayist C ye yaklasirken f fonksiyonunun limiti (the limit of f as X

approaches C) denir ve

limf(x)=L veya x> cC i¢gin f(x)—>L

X—>C

yazilir.

Ornek.  lim(2x+2)=2
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Eger x in ¢ ye yakin fakat ¢ den kii¢iik her degeri i¢in f(x) sayis1 L ye yakin oluyorsa,
L sayisina X sayist C ye soldan yaklasirken f fonksiyo-nunun limiti (the limit of f as
X approaches C from the left) denir ve

lim f(x)=L veya x >c¢ i¢in f(X)>L

X—=>C~

yazilir.

X —» C X
AY
. X—2
Ornek. 1imu=‘7
x=2" X—2
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_|x=2 (0,0) 2 X
Iim—=-1 1 >o
x—2" X—=2 =1 >

Eger x in ¢ ye yakin fakat ¢ den biiyiik her degeri igin f(X) sayisi L ye yakin oluyorsa,
L sayisina X sayist C ye sagdan yaklasirken f fonksiyo-nunun limiti (the limit of f as
X approaches ¢ from the right) denir ve

lim f(x)=L veya x—>c" i¢in f(x) > L

x—>c*

yazilir.
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Ornek. lim H =9

x—2" X =2

- x)
Iim—— =1
x—>2° X =2
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limf(x)=L <

X—C

lim f(x)=L ve lim f(x)=L
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Ornek. Oyle bir grafik (y = f(X) ) ¢iziniz ki,

lim f(x)=2,lim f(x)=3, lim f(x)=-2,1lim f(x)=1,

x——1* x—1" x—1* x—0

lim f(x)=0, lim f(x)=0, f(0)=0, f(1)=2, f(2)=0

Xx—2" x—2*

olsun.

AY
(1,3)
™
\/D\/ (1.2) y = f(x)
(0,0) [ (2.0)
(1,-2)

5.2. Limit ile ilgili bazi 6zellikler. f ve g fonksiyonlar; ¢c,L,M € R ;

1X1L13 f(x)=L , lxiilgg(x) =M olsun. Bu takdirde
o lim(f(x)+g(x))=L+M
o lim(f(x)-g(x))=L-M
. lxiilg(kf (x)) =kL
e limk =k

X—C

o lim(f(x)g(x)=LM

. hm(ﬂj:i (M #0)
= g(x)) M
o 1im/f00)=¥T  (n sifise L>0)



Ornek. lim(x* —4x)=lim(x-(x-4)) =1lim(x)-lim(x—4)

X—3 X—3 X—3 X—3
= lim(x)- {limx - lim4) =3-(3-4)=-3

ya da
lim(x* ~ 4x)= lim(x* )~ lim(4x) = (lim x} (limx)- 41im(x)

X—3 X—3 X—3 X—3

=3.3-4.3=-3.

Not. f Dbir polinom fonksiyon,
f(x)=a,x"+a, X" +--+aX+a,
Ise,

lim f(x)=a,c"+a, c"' +---+ac+a, = f(c)

X—C

olur.

Ornek. 11{{11)(2X2 +3): 2(-1) +3=5.

Ornck. Jip V23 = [ 1m0 +3) = 2(-1f +3=15

Bir rasyonel Fonksiyonun Limiti.

im ) _ n(©)
1X1§3d(x)_d(c) . (d(c)=0)
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Ormek.  Tim X —2x+4 _(-1) -2(-1)+4
>l X+3 (-1)+3




5.3. Siireklilik. Asagidaki fonksiyonlardan her birinin X = 2 civarinda grafigini gézden

gecirelim:
AY
AY
4 1.
I+ o
2/_ ] | >
(0,0) 2 X
\ i > > —l= o
00 2 X X
X =7 de diirekli X =2 de siirekli degil X =2 de siirekli degil

Tanmm. Eger asagidaki ti¢ kosul saglaniyorsa, f fonksiyonu X =c de siireklidir denir:

1) 1X1£1;1 f(x) var , 2)f(c)var , 3) lxlircl f(x)= f(c).

X=C de siirekli olmayan bir fonksiyona X =c de siireksiz fonksiyon denir.

Tamm. a , b e R , a<b olsun. Eger a<c <b olan her ¢ igin f fonksiyonu Xx=¢
de siirekli ise, f fonksiyonu (a, b) araliginda siireklidir denir.

y

7\

(-1,2)

A Y

(1,3)

[ ]
(1,2)

™

y =1f(x)

(0,0)

f nin siirekli oldugu araliklar:

| (2,0)

(-OC,-I) 5 ('190) 5 (091) ,(l,OC)

(1 ’_2)



Tammm. Eger lim f(X) = f(c) ise, f fonksiyonu X =c de soldan siireklidir denir.

X—>C~

Tamm. Eger lim f(x) = f(c) ise, f fonksiyonu x = c de sagdan siireklidir denir.

X—>C

Ornekler.
y
y=+1-x
'1 1 -
(0.0 X
X = -1 de saddan siirekli X =1 de soldan suirekli
AY
y=+x
(0,0) X

X =0 da sagdan siirekli

®
9

(0,0)

X=0 da ne sagdan
ne de soldan siirekli




5.4. Siireklilik ozellikleri.

Fonksiyon Stirekli oldugu bolge
f)=c  (sabit fonksiyon): R = (-oc , )
FO)=x" (kuvvet fonksiyonu): R = (-oc , )

f(x)=ax"+--+a, (polinom fonk. ): R = (-oc, )

f (x) = 1) | fonksiyon):  R\{x: d(x) = 0}

d(x) (rasyonel fonksiyon): :
fx)=u(x) , n tek: {fa:u , x=a dastrekli}
foo=gu(x) | ncift:{a:u@=>=0ve u, x=a da siirekli}

Sonsuz Limitler.
AY AY

g \ c X
0,0 == 0,0)
(0,0) lim f(x)= \ lim (x)=—o

AY Ay

* ® >
(0,0) C (0,0) ¢ X
lim f (x)=o0
o F (x)= o0

<Y

<Y




Ornekler.

A y
lim I o0
Xx—1 (X _ 1)2
4
(0,0)
y
lim L = —©
x—»1" X—1
(0,0)
Iim L =00
x->1" X —1 \

<V

Saka. After explaining to a student, with various lessons and examples, that

! ( 1 )
lim| —— |=o0,
x—>8| X —8

The teacher tried to check if she really understood that. So, the teacher gave her a different example:

lim(L) =?
x5\ X=5

This was the result:



Sonsuzda Limitler.

AY AY
’ il ’
. > ® >X
X 0,0
(0,0) lim f (x)=b ©.0) lim f(x)=b
AY AY
@ > ® :X
0.0 [iim f(x)=b * (0,0)
X lim f(x)=b
Ornekler.
1
lm —=0 , lim —=0
X—>00 X X—>—00 X
lim X—Hzlimx_1+2=1 2 =1
xom X—1  xoe X—1] X-1
1 2x+1: mzx—2+3:2+ 3 5
x>0 X — X—>00 X—l X—l

Yatay ve Diisey Asimtotlar.

lim f(x)=#0 = x=c diisey asimtot

X—C

lim f(x)=b = y=Db yatay asimtot

X—>to0

> 2x+1 . .
Ornek. y= in diisey ve yatay asimtotlari:
X +1 . 2x+1 9 .. .
lim =—0 ve lim =  oldugundan, x=1 diisey asimtot.
x-1"  X—1 x>t X—
2X+1 . 2x+1

lim 2 lim
x>0 X—1 ve x—>-0 X—1

=2 oldugundan, y=2 yatay asimtot.



Teorem. f fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli ve her X € (a, b) i¢in f(X) #0 ise, ya
her x € (a,b) i¢in f(X)>0 dir; yada herx € (a,b) i¢in f(X) <0 dir.

AY

y =1f(x)

| : } >
0,0)] a \ b X

Tammm. f nin siireksiz oldugu X sayilariile f(X) =0 olan X sayilarina f nin pargalanig
sayilar1 (partition numbers) veya isaret sayilar1 denir.

Isaret sayilar1 ve yukaridaki teorem yardimiyla, hangi X sayilari i¢in  f(X) > 0 ve hangi X
sayilart i¢in f(X) <0 oldugu kolayca belirlenir.

.. -2 .. . . . .
Ornek. f(x)= X2—1 denklemi ile verilen fonksiyonun isaret sayilart Xx=-1 ,1 ve 2 dir.

f(x) >0 vef(x) <0 olan bolgeler asagidaki tabloda gosterilmistir:

X (-1) 0 1 2

X+l |--------- O++++++ 4+ +++ 4+ + ++ + + +
S T e T T 0 ++ + + ++ + +
o [ T 0+ + +
X—2

-1 | ++++++| + + +

Bu fonksiyonun grafigi asagida gosterilmistir.




5.5. Tiirev. y =f(x) denklemi ile verilen f fonksiyonu ve bir a sayist diisiinelim. f nin
X = a civarindaki degisim oranini

f(a+h)-f(a)
h

olarak tanimladigimizi animsayalim.Asagidaki sekle bakarak bu oranm1 yorumla-maga
calisalim.

f(a+h)—f(a)

(a+th . f(a+h))  Egim -

7 (a.f(a)

v

I a+h X

Yukaridaki oran, f(X) in Xx=a dan X =a+h ye kadar ortalama degisim orani (average
rate of change) dir. Bu oran, aym1 zamanda, (a,f(a)) ve (a+h, f(a+h)) noktalarim
birlestiren dogrunun egimidir.

Ayni sekil lizerinde gozlemlerimizi siirdiirelim.

h sifira yaklagirken, yesil
dogru  degiserek teget
durumuna gelir.

|

77 (a+h , f(a+h))

f'(a)=1lim

f(a+h)—f(a)
h—0 h

ile tanimlanan f “(a)
degerine(limit varsa) f
fonksiyonunun X = a
daki tiirevi (derivative of

f at x=a) denir.

v

a+h X

f (@) degeri f fonksiyonunun X = a daki anlik degisim oranim (instantaneous rate of
change) verir.

Boylece gortlir ki f “(@) degeri y = f (X) in grafiginin (a,f (a)) noktasindaki tegetinin
egimidir. Boylece, y = f(X) in grafiginin (a,f (a)) noktasindaki tegetinin denklemi

y=f'(a)(x-a)+f(a)

olur.



Ornek. f()=x*+2 , f'(1) =2

e (A 42)- (2 +2)

£1(1) = lim A =D
h—0 h h—0 h

2
tim 2N gin(he2)=2

h—0 h h—0

Boylece, y = x>+ 2 nin grafiginin (1,f (1)) = (1,3) noktasindaki tegetinin denklemi
y=2(X-1)+3 = y=2x+1

olur.

Her hangi bir f fonksiyonu i¢in

f'(x):Lirrol f(x+hr:— f(x)

ile tamimlanan f~ fonksiyonuna f fonksiyonunun tiirevi denir. Ornegimizde

2 2 2
£100 =lim f(”h) F00_ i (XD +2)-0¢ +2) 1im 2N (4 20) = 2
X—> h—0 h h—0 h h—0
Ornek. f(x)=|x+2| , f(1)=2,f(-2) =2
1+2
f'(1)=lim f(”h) 'O _ i i BTN
h— h—0 h h»Oh
f,(_z):Lir%f(—2+h;—f(—2) _ | 2+h+2|-|- 2+2|_hm|| YOK!
- h—>0 h 0 h
Ornek. f(x)=c , f'(x)=2?
£'00 =lim f(”h) T _4im €= _1im 2 =0
h—0 h h—0 h

Ornek. f(x)=+/x, f')=?, f'(2)="

D0 =1im‘/1+h_‘ﬁ

h»O h h—0

lim ~J1+h \/_\/1+h+\/_ —lim h 1
= h Ji+h+4/1 rH0h(«/1+h+\/_) 2

fr(l) =




Ornek. f(x)=l, f'1)y=2, f'x)=2
X

1
S
f'(l)zhmwzhm¢ _ lmmzhm__lz_l_
h—0 h h>0 h h—0 h(1+h) h>0 1+ h
1 _——
£ = lim KA =00 o x+h x
h—0 h h—0 h
x—(x+h)) -1 -1

Ornek. f()=x> , f'(x) =2

3 3
£100 = lim f(x+h)—f(x):hm(x+h) —X
h—0 h h—0 h
L (x+h—x)((x+h)2+(x+h)x+x2)
-ty

h
- i h((x+h)2 +r(1x+h)x+x2):3xz.
—0

Bir f fonksiyonu i¢in f nin X teki tiirevi

f(x+h)—f(x)
h

Fo0=1im

varsa f fonksiyonu X te tiirevlenebilir (differentiable) denir.
f fonksiyonunun tiirevini hesaplama islemine tiirev alma (differentiation) denir.

f fonksiyonunun tiirevini hesaplama eylemine tiirev almak (to differentiate) denir.



Problemler 5

1. 1irr31 f(x)=5 ve 1irr31 g(x) =9 ise, asagidaki limitleri hesaplayiniz.

a) lim (f(x) - g(x)) b) lim(f(x) +29(x)) ¢) limy/ f(x)g(x)

2. Asagidaki limitleri hesaplayimiz.

. 2 . 2X+5
a) 1X1_1)151(3x +25) b) lg% 5

¢) lim(x + 2)*(2x —4)

3. Asagidaki limitleri hesaplayimiz.
2 2 _ _ _
a) lim* "2 p)im X270 o im ZT gy fim S X2
=5 X+5 2 X +2 x>103x° +5 >3 X+3 X" -9

)

4. Asagidaki limitleri hesaplayimiz.
a) lim X2 b) lim 1~
x—>3" |X — 3| x—>1"

) lirnu
1-x| ol X—1

5. Asagida grafikleri verilmis fonksiyonlarin siireksiz oldugu noktalar1 belirleyiniz.

f [ ] O\
L 111 N [ I L1 1] >
-5 ) 5 -4 0 4
6. Asagidaki limitleri hesaplayiniz.
a) lim(4x* +2x-9) b) lim (-3x°* +9x> +4) ¢)lim ix+;
X—0 X—>—00 X—>00 X —

7. Asagidaki fonksiyonlarin diisey asimptotlarini bulunuz; X = a diisey asimtot ise,

lim f(x) ve lim f(X) sonsuz limitlerini belirleyiniz.
Xx—a~ x—a*

1
a)f(x):x—+3 b)f(x):xz_4

x* +4 8x —16
c) f(x)=
) 100 x* —8x* +16x2




8. Asagidaki fonksiyonlarin diisey ve yatay asimtotlarini bulunuz.

a) f(X)=2—+X b) f(x)= "1 o) fo)=—

X+3 x? =1 X—3

2

9. Asagidaki problemlerde, belirtilen iki adimli islemi gerceklestirerek f (X) i hesaplaymiz.

f(x+h)y—f(x)
h

1. adim n sadelestirilmesi

2. adim: lim degerinin bulunmasi

h—0

a) f(x)=5 b) f(x)=2-x’ ¢) f(x)=+/x-3

f(x+h)—f(x)
h

limitini hesaplaymiz.

10. Asagidaki fonksiyonlar i¢in Llng fe+ hk? mli€)

a) f()=3x—4 b) f(X)=4x=-5x+1 ¢ f(x)=x> d) f(x)=+x

11. Plastik kutu iireten bir sirketin giinde X adet kutu tiretmesi durumunda toplam geliri
R(X) = 60x—0.025x>, 0<Xx <2400 olarak veriliyor. Para birimi YTL dir.

a) Qretilen kutu sayis1 800 den 1000 e yiikseldiginde gelirdeki degisim nedir?
b) Uretilen kutu sayisinin bu degisimi i¢in gelirdeki ortalama degisim orani nedir?

12. f(x)=3x> fonksiyonu igin asagidaki degerleri bulunuz.

a) X, 1den 4 e kadar degistiginde y=f(X) deki degisim,

b) x , 1 den 4 e kadar degistiginde f(x) in ortalama degisim orani,

¢) y=f(x) in grafiginin (1,f(1)) ve (4, f(4)) noktalarindan gegen kirisin egimi,
d) x=2 degeri i¢in f(x) in anlik degisim orant,

e) y=f(X) in grafiginin (1,f(1)) noktasindaki egimi.
13. Asagidaki fonksiyonlarin her biri igin X=2 deki teget dogrusunun denklemini yaziniz.

a) f(x)=5x-1 b) f(x)=x>-2 0 f=Vx+l ) f(x)=2+x-2]

14. f(x)= x> —4x fonksiyonu icin
a) f (x) ibulunuz.
b) f nin grafigine Xx=0,x=2 ve X=4 noktalarinin her birinde teget olan dogrunun

egimini bulunuz ve her li¢ durumda da teget dogrusunun denklemini yaziniz.
¢) f nin grafigini ve bu noktalardaki teget dogrularini ¢iziniz.



