KARMASIK SAYILAR

. Karmagik Sayilar Kiimesi

Her reel sayinin ikinci kuvveti pozitif oldugundan reel

sayllarda x2 +16 = 0 seklindeki denklemlerin ¢ozimu
yapilamaz. Clnk;

x2+16=0:x2=—16

olup karesi — 16 olan higbir reel sayi yoktur. O halde bu
sekildeki denklemlerin ¢ozimu icin daha biyiik bir say
sistemine gereksinim vardir.

i2 = -1 olanisayisini disiinelim. | sayisi reel sayi degildir.

Tanim

~/—1 sayisina sanal (imajiner) say! birimi denir. i = \/:

seklinde gosterilir. i2 =1 dir.

Ornek:
\/_71 =i olmak Uizere F = «@x/j = x@.i dir.
Ornek:

2
V=1 =i olmak iizere (\5) sayisinin esitini bulalim.
Coziim:

F = \6\/: = \/g.i olduguna gore,
(ﬂ)z - (\Bl)z - (\E)Z.iz =3(-1) =3 tir,
Ornek:

\/_71 =i olmak Uzere,

V=3 =30 ve—27 =27, olduguna gore,
J=3:=27 = V3iv2ri = J81i? =a(-1) = -9 dur.

Ornek:

Asagida bazi sayilarin sanal sayi birimi ile yaziliglari
verilmigtir.

V-9 =Vo/-1=3i

V-2 =V24-1=42i

V=12 = 1241 = V120 = 243,
V=25 = 5./~ 1 =5

V=175 =154/~ 1= 75 = 55
J-21 = o1 -1 =343

V=18 = 18— 1 =3/2i
V=32 =321 = 442

Uyan

a ve b pozitif reel sayi ve x, y negatif reel sayi olmak izere,

J:zJ;.JB dir.
Jxy = xAly dir.

A. Sanal Sayinin Kuvvetleri

x/: =ive i2 = —1 olmak (izere, asagida sanal sayi
biriminin bazi kuvvetleri verilmigtir. Inceleyiniz.




Goriildugu gibi sanal sayi birimi i'nin kuvvetleri;
1,1, -1, -i de@erlerinden birine esit olmaktadir.

Ornek:

V=1 =i olmak uzere, i sayisinin esitini bulalim.

Coziim:

i3 =—i ve i4 =1 oldugundan 35 = 4.8 + 3 olmak (zere,

83 64)8]3 18 (i) = i dir.

Ornek:

\/: =i olmak Uzere, i_18 saylisinin esitini bulalim.

Goziim:

i2 =-1ve i4

lizere,

=1 oldugundan —18 = 4.(-5) + 2 olmak

Sonug

Sanal say! biriminin ( i'in ) kuvveti x olsun. x tam sayisi 4 ile
béliindugiinde,

Kalan O ise, ¥ ifadesinin esiti 1 dir. [i4k+0 :1)
Kalan 1 ise, ¥ ifadesinin esiti i di. (i4k+1 :ij

Kalan 2 ise, i* ifadesinin esiti -1 dir. (i4k+2 - -1)

Kalan 3 ise, i* ifadesinin esiti i dir. (i4k 3. —i)

Ornek:

2719 sayisinin 4 ile boliminden kalan 3 tir.

2719 _ 3

Buna gore, i iv =i dir.

Ornek:

Asagida sanal sayinin bazi kuvvetleri hesaplanmistir.
Inceleyiniz.

30 47+2

i =i =1
i471 :i4.117+3 _
20 .45+0

i =i =1

|—34 _i4(79)+2 o

i121 _ i4.30 +1_ i

i1994 _ i4.498+2 _

i2007 _ i4.501+3 _

54 _ 4(-39)+2 _

17

2—i +2.i7 +i2 isleminin sonucunu bulalim.

Goziim:

1

21 ol 42 2T,

P .i4'1+3+i2

2

=2—i+i+(=1) =1 bulunur.

Ornek:

P(x) = 03 —2x® v ax 47 polinomu veriliyor.




P(i) degerini bulunuz..

Coziim:

P(X) = 4% — 2.2 43047 = 4(—i) = 2(—1) +3i + 7

=4i+2+3i+7=—-+9

B. Karmagik Say! Tanimi

a,b eR birer reel sayive i = V=1 olmak iizere z = a+ bi
seklinde ifade edilen z sayisina karmasik say1 (komplex
sayl) denir.

Karmasik sayilar kimesi C ile gosterilir.

Buna gore,

C={z/z=a+bi, abeR, i:\/:} dir.

Ornek:

305 N2t 3440

4

0+5i,7+0i, 0+0i birer karmasik sayidirlar.

Tanim
z =a+bi karmasik sayisinda a reel sayisina karmagsik

sayinin reel kismi, b reel sayisina karmasik sayisinin sanal
kismi denir.

Re(z) =a, Im(z) = b seklinde gdsterilir.

Ornek:
z =12 — 6. karmasik sayisl i¢in,

Re(z) =12 ve im(z) = -6 dr.

Ornek:
z = 18. karmagsik sayisi igin,

Re(z) =0 ve im(z) =18 dir.

Ornek:
z =17 karmasik sayisi icin,

Re(z) = 17 ve im(z) = 0 dr.

Ornek:

z, = 3+ 5. karmasik sayisinda,

Re(z,) =3, Im(z,) = 5 .

2

. 1.
Re(z2) = \E , Im(zz) =7 tar.

23 =-3+ \/g.i karmagik sayisinda

Re(z,) = -3, Im(z,) — 3 tir.
24 =5 karmagik sayisinda
Re(z,) =0 , im(z4) =5 tir.
25 =7 karmagik sayisinda

Re(z,) =7 , Im(z,) =0 dir.

Ornek:

4+ 6.
z= 5 karmagik sayisinin reel ve sanal kisimlarin
bulalim.
Goziim:

4+6i 4 6
2= 2 2 5 300

2 2 2

Re(z) =2 , im(z) = 3 bulunur.

1.
z = \/E - Z.I karmasik sayisinda,

P,




Uyan

Her reel (gergel) sayi imajiner kismi O (sifir) olan bir
karmasik sayidir. Buna gore, karmasik sayilar kimesi reel
sayllar kiimesini kapsar. Yani R < C dir.

Ornek:

—4 reel sayisi —4 + 0. karmagik sayisina esittir.

C. ki Karmagik Sayinin Esitligi

Reel kisimlari ve imajiner kisimlari kendi aralarinda egit olan
iki karmasik say! birbirine esittir.

Kural

2, =a+bive Z2 =c+di olsun.

z =z isea=cveb=d di.
1 2

Ornek:

i =1 olmak iizere z = 22 +7i ve w=4+7i karmasik
sayllarinin reel ve imajiner kisimlari birbirine esit
oldugundan bu iki karmagik say! esittir.

Buna gore z =w dir.

Ornek:

i =1 olmak iizere z =7+ 3i ve w=7—3i karmasik
sayilarinin reel kisimlari birbirine esit fakat imajiner kisimlari
birbirine esit olmadigindan bu iki karmasik sayi esit degildir.

Buna gére z = w dir.
Ornek:

z, = 8+(a+b)ive Z2 =a-—b+24i karmagik sayilari

veriliyor. z, =2, olduguna gére a2 + b2 ifadesinin degeri

kactir?

Goziim:

Re(z1) =8, im(z1) =a+b dir.

R =a-b, I =24 tir.
e(zz) a m(zz)

z =z _ oldugundan
1 2

a-b=28
a=16 ve b =8 bulunur.
a+b=24

Buna gore,

2 :162+82

a2 +b = 256 + 64 = 320 bulunur.
Ornek:

z, = 4a—3+2ive 22 =5+Ti+bi karmagik sayilari

veriliyor. z1 = 22 olduguna goére a+b toplami kagtir?
Goziim:

Re(z1) =4a-3 , im(z1) =2 dir.

Re(z ) =5, im(zz):b+7 dir.

2
z =z _ oldugundan
1 2
4a-3=5

a=2veb=-5 bulunur.
b+7=7

Buna gore,

a+b=2+(-5)=-3 bulunur.

Ornek:

i= \/: olmak Uzere z = 2x +3i+ (x +y).i ve
w =y +8—6. karmasik sayilar veriliyor.
z=w olduguna gére x.y kagtir?




Goziim:
Z=2x+3i+(y+1.i=2x+(y+4)i olup,
Re(z) = 2x , Im(z) =y + 4 tir.
w=y+8-6.i ise,

Re(w) =y +8 , im(w) = -6 dr.

z = w oldugundan

2x—y+8} 2xX-y=28

x=-1vey=-10 bulunur.
y=-10

y+4=-6

Buna gére,
xy = (=1).(=10) =10 bulunur.

D. Reel Kokii Olmayan 2.Dereceden Bir
Denklemin Sanal Kokleri

. . 2
a, b ve c birer reel sayi olmak iizere ax™ +bx +c¢
denklemine 2. dereceden reel katsayili denklem denir.

Bu denklemin A = b2 — 4ac olmak (lizere;

1) A >0 oldugunda iki farkli reel kdku vardir.

. -b A
Bu kékler sirasiyla; X, = 2;\/7 ve
a

2 2

2) A =0 oldugunda birbirine esit olan iki reel kdk
vardir.

R -b -b
Bu kokler; x, =— ve x_ =— dur.
1 2a 2 2a

3) A <0 oldugunda denklemin reel kokii yoktur.

Reel kok olmamasi durumunda; A < 0 oldugundan
— A > 0 olup denklemin iki farkli sanal koku vardir.

. -b A
Bu kokler sirasiyla; x1 = 2;\/7 ve
a

—VA
X =——— bulunur.
2a

Ornek:

x2 —2x + 5 denkleminin koklerini bulalim.
Coziim:

2 —4.15=4-20 =-16 bulunur.

A= b2 —4ac = (-2)
A < 0 oldugunda denklemin reel kdku yoktur.

O halde iki farkli komplex kok vardir.

Bunlar;

. —bVA (416 244

1+2
17 2a 21 2
“b-VA (216 2-4 .
X, = = = =1-2i dir.
2”  2a 2.1 2
Ornek:

x2 —4x+7 denkleminin kiKlerini bulalim.
Cozim:

2

A= b2 —4ac = (—4)" —4.1.7 =16 — 28 = —12 bulunur.

A < 0 oldugunda denklemin reel kdki yoktur. O halde iki
farkli komplex kok vardir. Bunlar;

_b _ _ i
. wA () e-12 442 3y s
1 23 21 2

_obA (4 -V-12 4—2 3 _, s

X
2 2a 2.1

bulunur.




E. Karmasik Sayilarin Analitik Diizlemde Belirtilmesi

Reel kismi a, imajiner kismi b olan karmagsik sayinin;

z =a+bh.i seklindeki gdsterimine karmasik sayinin standart
(cebirsel) bigimi, Z(a,b) bicimindeki gdsterimine kartezyen
koordinatlariyla gdsterilmis bigimi denir.

Ox eksenine reel eksen, Oy eksenine de sanal (imajiner)
eksen diyerek karmasik sayilari gosterebilecegimiz
karmasik diizlemi elde ederiz.

Karmasik sayilarla karmasik diizlemin noktalari bire bir
eslenebilir.

4 Sanal Eksen
3
2
1
0
-4 -3 -2 A 1 2 3 4

-1 Reel Ehsen
-2
-3
-4

Ornek:

z =-3+2i,z_=3+3i,z_=-4-2ikarmasik

1 2 3

sayilarini sayl dogrusunda gésterelim.

3 2
CS I— 2
.1
0
4.3 -2 A 1 2 3
-1
R -2
33 3

Ornek:

z, = (a—2) + 7. karmagik sayisinin sanal eksen Uzerinde,

22 =5+ (b3 —8).i karmasik sayisinin reel eksen lizerinde

yer almasi i¢in a + b toplami kag olmalidir?
Coziim:

Sanal eksen Uzerindeki karmasik sayilarin reel kisimlari
sifirdir.

Buna gére; a-2=0=a=2 olur.

Reel eksen zerindeki karmagik sayilarin sanal kisimlari
sifirdir.

Buna gore; b3 -8=0=b=2olur.

Ohalde a+b=2+2=4 tir.

Uyan
Karmasik sayilar; diiziemdeki noktalar oldugundan siralama

oOzelligi yoktur. Yani karmasik sayilarda biyUklik veya
kuigUkluk siralamasi yoktur.

F. Karmasik Sayilarin Eslenigi

i =1 olmak iizere z = a +bi karmasik sayisi verilmis
olsun. Bu karmasik sayinin sanal kisminin isaretini
degistirmekle elde edilen a—b.i karmasik sayisina

z = a+bi karmasik sayisinin eslenigi denir ve z = a + b
biciminde gosterilir.

Ornek:

z, = 5+ 2. sayisinin eslenigi, ;1 =5-2i dir.

22 = -8 — 3. sayisinin eslenidi, % =-8+3i dir.

z3 = 2i sayisinin eslenigi, z, = 0-2i=-2i dir.

3

z4 =6 sayisinin eslenigi, a =6-0i=6 dr.

Ornek:

z =2+ 3. karmasik sayisinin eglenigini bularak komplex
duzlemde gésteriniz.

Coziim:
3 = Sekilden gorildigu gibi
12 z =2 -3, olup z karmasik sayisi
0 ile onun eslenigi olan z karmasik
-3-2-1 101 2 3 sayisireel eksene gore
12 simetriktirler.
R E




Sonug

x +y. karmagsik sayisi ile eslenigi olan x —y.i sayisi reel
eksene gore (Ox eksenine gore) simetriktir.

Ornek:

z= xﬁ - xﬁ sayisinin eslenigi z- \5 - \/5 dir

Ornek:
z = 5+ 2i karmaslik sayisinin esleniginin eslenigini bulalim.

Goziim:

2-5+2imz-5-2i=z)-5+2

Sonug

Bir karmasik sayinin egleniginin eslenigi karmagik sayinin
kendisine esittir.

z=a+biise z=a—bi olup (;): a+bi=z dir.
G. Karmagik Sayilarin Mutlak Degeri (Modiilii)

Bir karmagik sayinin eglendigi noktanin orjine (baslangig
noktasina) olan uzakligina o karmasik sayinin moduli
(mutlak degeri) denir. z =a+b.i karmagik sayisinin

modull |z| ile gosterilir.

z=g+hj Yandakitaral liggene pisagor
bagintisi uygulanirsa
h [
2 [
2 |z| :az+b2:>|z|= a2+b2
a
bulunur.

O halde bir karmasik sayinin modli reel ve komplex
kisimlarinin kareleri toplaminin karekaoki ile bulunur.

Ornek:

z =4 + 3i karmasik sayisinin modulind bulalim.

Goziim:

|z| :\/a2 +b2 — V42 32 =\/? =5 bulunur.

Ornek:

z = -2 + 4. karmagik sayisinin ile esleniginin modultnt
bulalim.

Coziim:

|z| = \/(—2)2 +42 =20 = 2/5 bulunur.

2= 2+4i=2z=-2-4jolup

H V(2% +(42 =20 =215

Sonug

Bir karmasik sayinin moddili ile esleniginin moddli birbirine
esittir.

Yani [2| =2 dir

Ornek:

f(z) = |z| ve g(x) = 2x + 1 fonksiyonlari veriliyor. Buna gore
(gof)(3 +4i) kagtir?

Cozim:

1(3+4i) = [3+ 4] = V3% + 42 =5 .

g(5) = 25+1=11 olup,

(gof)(3 + 4i) = g(f(3 + 4i)) = g(5) = 11 bulunur.

Sonug

Bir karmagik sayinin mutlak degeri (modulii) negatif olamaz.

Yani |z| >0 drr.




Ornek:

i

i =+—1 olmak Uzere z = cosx + 2i ve |z| =

olduguna gdre, x in en kiglk degeri kagtir?

Coziim:

|z|=ﬁ:>\}coszx+22 :@

2

2 17 2 1 1 .
=008 X+4=— =005 X=—=cosx=— di.
4 4 2

T .
= x=— tur.
3

H. Karmasik Sayilarda islemler
1) Toplama islemi

Karmasik sayilar toplanirken, reel kisimlar kendi aralarinda
ve sanal kisimlar kendi aralarinda toplanir. Buna gore,

i= \/: olmak uzere,

z=a+bi ve w=c+di karmagsik sayilarinin toplami

z+w=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d).i dir.

Ornek:

i= \/: olmak izere, z=8+15i ve w=-3+4i
karmasik sayilarinin toplamini bulalim.

Coziim:
z+w = (8+15.) + (-3 +4.)

=(8-3)+(15+4)i=5+19i

Ornek:

z=3+5i, w=-4i karmasik sayllarii¢in z +w
toplamini bulalim.

Goziim:
z+w=(3+5i)+(0—4.)

= (3+0)+(5—4)i =3+i

2) Cikarma islemi
z+(—w) = z—w olduguna gbre, z sayisini w sayisinin

toplama islemine gére tersi ile toplamak, z sayisindan w
sayisini gikarmak demektir. Buna gore,

i = \/j olmak iizere,

z=a+bi ve w=c+di karmasik sayilarinin farki

z—w=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d).i dir.

Ornek:

i =—1 olmak izere, z = 8 + 15i ve w = 3+ 4i
karmasik sayilari veriliyor. z—w farkini bulalim.

Coziim:
z—w = (8+15i)— (-3 +4.)

— (8—(-3)) + (15— 4)i

=11+11i

3) Garpma islemi

i2 = —1 olmak Uzere,

z=a+bi ve w=c+di karmagsik sayilarinin garpimi
zw = (a+b.).(c+di)
=ac+adi+b.ci+bdii

=(ac—bd)+(ad+bc)i dir.




Ornek:

i2 = —1 olmak Uzere, z = 8 +15.i olduguna gére 2.z ,
2iz ve (2+i).z sayilarini bulalim.

Coziim:

2.2 = 2.8 +15i) = 16 + 30i dir.
202 = 2i.(8 +15i) = 161 + 3012 = —30 + 161 dir.

(2+)2 = (2+1).(8 +151) = 16 + 30i + 8] + 152

=16—-15+38.i =1+ 38

Ornek:

i= \/: olmak izere, z=2+3i ve w=4+5i karmasik
sayllari veriliyor. zw carpimini bulalim.

Goziim:

zw = (2+3.i).(4+5i)=8+10i+12i+ 15.i2
=8-15+22i=-7+22i

Ornek:

z=(3+ 2.i)2 (1+1) karmasik sayisinin reel ve sanal
kisimlarini bulalim.

Coziim:
3+ 2.i)2 = (3+2i).(3+2i) =5+12i olup,

z=(3+ 2.i)2.(1 +i) = (5+12i).(1+1i) = =7 +17.

Ornek:

z=(1+ i)lo +(1- i)11 toplamini bulalim.

Coziim:

(1+i)2 =(1+i).(1+i)=1+i+i+i2 =2

(1-i)?

2=+ oyt 2 [(1+i)2}3 + [(1—i)2r.(1—i)

=(17i).(17i):17i7i+i2 =-2

5 5 5 i5

=(20)" +(=20)" =32i" —(32).i".(1-1)

=32i-32i+ 32.i2 =-32

Ornek:

i =v—1 olmak uzere, z =2 - 3. olduguna gore, z nin
eslenidi ile carpimini bulalim.

Coziim:
- . . Do 02
zz=(2-3i)(2+3i)=4+6.i—-6.i—09.

=4+9=13

Sonug

i=+v-1ve z=a+bi olmak lizere, z nin eslenigi ile

carpimi |z|2 dir.

22 = (a+bi)(a—bi) = a% —abi+abi—b2 i

= a2 +b2 = |z|2

Ornek:

i =v_1 olmak uzere, z =5+ 3. olduguna gore, z nin
eslenigi ile carpimini bulalim.

Coziim:

22 = (54 30)(5~3i) = 25— 15] + 151 — 9.°

=25+9=34

z.£=34:>|z|2 :34:|z| =\/§ tr.




Ornek:

i = v~ 1 olmak uzere, (1—2i)4.(1+2i)4 garpimini bulalim.

Goziim:

"

-t

- [1—4.i2]4 _5% 625

a—2yt 2t =[r-2p¢4 2

Ornek:

i= \/: olmak uzere, (1- i)12 isleminin sonucunu bulalim.

Goziim:

(-2 (a2t = [(1—i)2]5 - [1—2i+i2]3
[1-2i-1P = (2 - ea®
— 64.(~1) = —64

Ornek:

z1 =3+4i, z2 =5+12.i karmagik sayilari igin ‘21.22‘ ve

z1 .‘22‘ dederlerini hesaplayarak karsilastiralim.

‘z 1 .22‘ =3+ 4i).(5+12i) = |- 33 + 56.]
= (-33)2 + 562 =65
‘21‘.‘22‘ = [3+4if]5 + 12 = V32 + 42 /5% 4122

=5.13 =65 oldugundan

‘21.22‘ = ‘21‘.‘22‘ dir.

Ornek:

z.(1+1) + 3i = -1+ 8i esitligini saglayan z karmagsik
sayisini bulalim.

Goziim:
z=a-+biolsun.
z(1+i)+3i=(a+bi)(1+i)+3i

= a+a.i+b.i+b.i2 +3i

=a—-b+(a+b+3).i

z(1+i)+3i=-1+8i=a—-b+(a+b+3)i=-1+8i

a-b=-1
a=2 b=3
a+b+3=38

z=a+bi=2+3. bulunur.

=

Sonug

z1 ve 22 karmasik sayilari igin

z.2, z1 .‘22‘ dir.

Carpma isleminde Ters Eleman Ozelligi:

z=a-+biolsun. z sayisinin garpma iglemine gdre tersi
2 Vi gosterilir. 22”1 =1 oimalidr. Simdi bu esitlikten

2 sayisini belirleyecegiz.

_ _ — 1 1
zz 1:1:(a+b.i).z 1:1:>z T - =— dir.
a+bi z
— 1
z ! = — bulunur.
z
Ornek:

z = 2—i karmagik sayisinin garpma islemine gére tersi

-1
olan z  sayisini bulalim.

10




z_1 = 1 = ZL olup payda da komplex sayi bulunmasi
z —1

tercih edilen bir durum olmadigindan son esitlikteki sayinin

pay ve paydasl z =2—i sayisinin eslenigi olan z = 2 +i
ile garpilarak payda reel sayi yapilmalidir.

e L R £ | R N L
z 2-i (2-)(2+) 5 5 5
bulunur.
Ohalde 2~ ' =241 dir
5 5
Ornek:

z= \ﬁ + \E.i karmasik sayisinin garpma islemine gére

; -1
tersiolan z  sayisini bulalim.

N 1(J3 -2)
Tz 3e2i (203 - V2i)
_V3-\2i 3 2

=— ——.i bulunur.
3+2 5 5

Ornek:

zZ= S % ise Re(z) + im( z ) toplami kagtir?

i+2 +i

Goziim:

z—i 2 5+4i-4-20 1-i
i+2 1+i i+2+i2+2.i 1+ 3i

A+i) (i+2)

Sayinin pay ve paydasi eslenigi ile carpilirsa

_(-p(-3) _1-3i-i+3? -2-4 1 2

(1+ 3i)(1- 3i) 149 10 5 5

Re(z) +Im(z) = - —g = —% bulunur

o=

4) Boélme iglemi

Z, ve Z, birer karmasik sayi olmak tizere z, # 0 olsun.

z
1say|sma z1 in 22 ye bolimu denir ve il

z .(22) 2

1

gosterilir.

Karmasik sayilarda béime islemi, pay ve paydanin paydanin
eslenidi ile carpilmasiyla yapilir.

Yani z1 =a+bive z2 =c+di ise,

%1 atbi (a+bic—di dir
;. c+di  (c+di(c—di)
2 (c—di

Ornek:

" 3+2i . .
i =+v—1 olmak lzere z = ﬁ olduguna gére z sayisini
—al
bulalim.
Goziim:

Pay ve payda, paydanin eslenigi ile carpilirsa,

L 3+2 12+8i+9i+6°  12-6+17
4= 4n a0 4o g2 1649
(4 +3i) 16 —12i +12i — 9i
64176 17
2% 25 5
Ornek
z=——-ise Re(z )+Im(z_1) degeri kagtir?
Coziim
+i 3+i-3i-i 4 -2
= o g
(1-i) 1+i-2i—i
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-1 1 1 2+i 2+i 2 1
Z =—= — =—— =—— = — 4 —|
z 2—i 4 +1 5 5 5
(2+1)
_ R 2 1
Re(z 1)+Im(z 1)=—+—=§bulunur
5 5 5
Ornek:

z= wﬁ —i karmasik sayisinin carpma iglemine gére
tersinin esleniginin mutlak degeri kagtir?

Coziim:

bulunur.

Ornek:

_\2004
z= (—) sayisinin reel kismi kagtir?

2004

2004
1-i T—i—i+i?
z=| — = —
1+i 1+1

5. Eslenik ve Mutlak Deger ile ilgili Bazi Ozellikler

z1 ve 22 birer karmasik sayi olmak (izere,

> z1 +22 =2z4+2, dir.

> z1 —z2 :;—g dir.

=242, dir.

> Her z—a+bi karmasik sayisiicin Re(z) = = ; e

. z-2
I =—— dir.
mz) 2i

Ornek:

2i . . .
z= % olduguna gore |z| nin degerini bulalim.
|

Coziim:
WO A B A= R
e g s "
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Ornek:

1+2i . . . o .
z= T3 olduguna gére z nin esleniginin mutlak degerini
— ol

bulalim.

Coziim:

‘ H |_M__V12+22_£_f
-3 J2,2 Vo

Ornek:

2+ 3)(1+0)" 4
2-3i

i = v~ 1 olmak izere z = olduguna gore

z 1‘ ifadesinin degerini bulalim.

Coziim:

1
‘2_1‘ Al essaet |
B 2-3i -

23

2-3i
2+3)(1+0)" 4

23

i |2+3].

(1+0)” 4‘ i 2+ 31+ 4

. 8 .
z = +ivez = T+|karma§|ksayllar| icin

2
) degerini bulalim.

_\
_N
N
) '\’|N

Ornek:

Z12=10 Ve z—7 = —4i ise z karmasik sayisini bulalim.

Coziim:
z 10

Re(z):ﬂz—:5 ve

2 2

_7 _ 4i
Im(z) = u s oldugundan,

2i 2i
z=a+bi=5-2i bulunur.
Ornek:

‘— 3- Bﬁ.i‘ ifadesinin degerini bulalim.
Goziim:
‘ 3- 3&.‘ ‘ (+ 2|‘_| 3|‘1+\5|‘_3f

bulunur.

Ornek:

‘(ﬁ ~3i)2

ifadesinin degerini bulalim.

Cozim:

2
‘(ﬁ—&i)z‘ =‘\ﬁ—3i‘2 - (\/(ﬁ)z +32J ~7+9-16
bulunur.
Ornek:

(V2 - 2if

ifadesinin degerini bulalim.

Goziim:

22082 o - (\/(&)2 o(Aaf jz
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= (@)6 = 26 =64 bulunur.

Ornek:

,50

z=1-iise ifadesinin degerini bulalim.

Coziim:

50

50
= |z|50 :( 12 +(—1)2) = (\5)50 — 2% bulunur.

K. Iki Karmasik Sayi Arasindaki Uzaklik

i =+—1 olmak lizere z1 =a+bive 22 =c+d.i olsun

Bu sayilar arasindaki
uzaklik komplex
dlzlemde bu sayilarin
k h-gg  9orlntileri arasindaki
uzakliga esittir.

d %2 Bu uzakliga k dersek
a-C sekildeki tarali dik
licgende pisagor
g t a bagintisina gére;
K2 —(a—c)>+(b-d)? > k=y(@a-c?+b-d? dr.

Bu karmagik say1 arasindaki uzaklik;

Va—c?2+(b-d? di

4%

Ornek:

z, = 2+4ive z, = 6 +.i ise bu karmagik sayilar

arasindaki uzakhgr bulalim.

Goziim:

‘21—22‘=\/(2—6)2+(4—1)2:\/16+ — /25 = 50lur.

Ornek:

z =1+2ive z
1 2

arasindaki uzakligi bulalim.

= -3 —i ise bu karmasik sayilar

Goziim:

‘21 —22‘ - \/(1—(—3))2 ()2 =V16+9=25=-5

bulunur.

Ornek:

i = v/—1 olmak iizere z = 6+5i ve w = —1+i olduguna
gore karmasik diizlemde z sayisina karsilik gelen noktanin,
w sayisina karsilik gelen noktaya uzakligini bulalim.
Goziim:

Karmasik dizlemde z sayisina karsilik gelen noktanin, w
sayisina karsilik gelen noktaya uzakligi |z - w| dir.

|z—w|=|6+5i—(—1+i)|=|7+4i|=m:\/&

I.Yol

z=6+5ive w=—1+i olduguna gore z' nin karmagsik
duzlemdeki gortntisu A(6,5) ve w'nin karmasik diizlemdeki
gorintlst B(-1,1) dir.

z ile w arasindaki uzaklik, iki nokta arasindaki uzaklik
formiiliinden,

lz—w| = \/(6—(—1))2 +(5-12 = /49416 = /65 olur.

Tanim

Ayni dzellikleri tagiyan noktalarin olusturdugu kiimeye, bu
noktalarin geometrik yeri denir.

Noktalar kiimesinin geometrik yer olabilmesi igin:

1. Verilen kosulu saglayan tim noktalar, geometrik yere
ait olmalidir.

2. Geometrik yere ait her nokta, verilen kosulu
saglamalidir.

14




Ornek:

i=vV—1vez=x+ y.i olmak lizere |z + 3i| = |z| olduguna

gore, z'nin karmasik diizlemdeki geometrik yer denklemini
bulunuz.

Coziim:

z=x+y.i olduguna gére |z + 3i| = |z| ise,

|X+W+34:k+yd:> #4{y+$2: x2+y2

::>x2+y2+6y+9:x2+y2

3 .
=y=—— di.
y 2

Bu esitlik sanal eksene dik bir dogru belirtir. Bunun anlami
y = —% dogrusu Uzerindeki her sayi (nokta) |z + 3i| = |z|

kosulunu saglayan z sayisi olabilir.

Kural

Merkezi O(h,k) ve yaricapi r olan gemberin denklemi,

(x—m2+W—M2:r2dm

Ornek:

x2 +(y +1)2 =25 denklemini sadlayan (x,y) noktalari
merkezi O(0,-1) ve yari ¢ap! 5 birim olan bir gemberdir.

Ornek:

i:\/j ve z = x+Yy. olmak lizere |z+273i| =2
olduguna gére, Z'nin alabilecegi degerleri karmasik
duizlemde gosterelim.

Coziim:

z=x+yi ve |z +2- 3i| = 2 olduguna gdre,

x+yi+2-3=2={(x+2% +(y -3 =2

:4x+m2+wf&2:22dn

Bu esitlik merkezi O(—2,3) ve yari ¢api 2 birim olan bir
gemberdir.

Sanal
Eksen  Yandaki cember Gizerindeki her
2 3 sayI (nokta) |z +2- 3i| =2
// kosulunu saglayan z sayisi
olabilir.
-2 U Ree
Ekzen
Sonug

z=x+yi, w=a+bi ikikarmasik sayi ve r pozitif bir reel
sayl olmak Uzere,

1. |z - w| =r esitligini gergekleyen z noktalarinin kiimesi,

karmasik diizlemde merkezi w ye karsilik gelen nokta
ve yarigap! r olan bir gember belirtir.

2. |z - w| <r esitsizligini gergekleyen z noktalarinin

klimesi, karmasik diizlemde merkezi w ye karsilik
gelen nokta ve yarigapi r olan bir cemberin i¢
bdlgesindeki noktalarin kiimesini belirtir.

3. |z - w| > r esitsizligini gergekleyen z noktalarinin

kimesi, karmasik diizlemde merkezi w ye karsilik
gelen nokta ve yarigapi r olan bir gemberin dig
bdlgesindeki noktalarin kiimesini belirtir.

Ornek:

|z -2+ 3i)| =3 egitligini saglayan z karmagik sayilarinin
duzlemdeki gortintileri olan noktalarin kiimesini belirtelim.

Goziim:
Z=Xx+Yy.i olsun.
5 |z (2+3i) = 3 esitigi
3 = 2431 z=x+ yi karmagsik sayilarinin,
3 z1 =2+ 3. karmasik sayisina
0 5 uzakliklarinin 3 birim oldugunu
gosterir.

Buna gbre z=x+y.i karmasik sayilarinin diizlemdeki
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gordntleri, merkezi z, = 2 + 3. ve yarigapi 3 birim olan
gemberi olusturur
Ornek:

|z - 1| > 3 esitsizligini sadlayan z karmasik sayilarinin
duizlemdeki gorinttileri olan noktalarin kiimesini belirtelim.

Coziim:

b

T\
N

Ornek:

|21 2 3 esitsizligini saglayan
noktalarin kiimesi, merkezi 1+ 0.i
ve yarigap! 3 birim olan gemberin

lizerindeki ve digindaki noktalardan
olusur.

|z - i| < 2 esitsizligini saglayan z karmagik sayilarinin
duzlemdeki goriinttileri olan noktalarin kiimesini belirtelim.

Goziim:
y |z - i| < 2 ifadesini
//_D\ % |z—(0—i)|§2 olarak
1 duzenleyelim. |z —(0- i)| <2
esitsizligini saglayan noktalarin
klimesi, merkezi (0,-1) ve

yarigap! 2 birim olan gemberin
uzerindeki noktalar ile icindeki noktalardan olugur.

Ornek:

|z +2- 3i| < 2 esitligini saglayan z karmagik sayilarinin
duizlemdeki gortinttileri olan noktalarin kiimesini belirtelim.

Coziim:
e, | SEME z = x+y.i olmak lizere
“. |Ek=en ) .
o |z+2—3||<2 Ise

13

Bu esitsizlik merkezi
I 0(—2,3) ve yarigap! 2 birim
Reel L -
Ekzen  Olan gemberin i¢ bolgesini
belirtir. Cember lizerindeki
noktalar verilen esitsizligi saglamadigi igin kesikli olarak
gosterilmistir.

-2

(x+2)2 +(y73)2 < 22 dir.

Ornek:

|lz-8+7| <9 ise [z (87 <9 dur.
Bu esitsizligi, merkezi O(8,~7) ve yarigapi 9 br olan cember
ve bu gemberin i¢ bolgesinde bulunan sayilar saglar.

Ornek:

|z +5 10| > 15 ise |z~ (-5+10)] > 15 dur.
Bu esitsizligi, merkezi O(-5,10) ve yarigapi 15 br olan

cember ve bu gemberin dis bdlgesinde bulunan sayilar
saglar.

IIl. Kutupsal Koordinat Sistemi ve Karmasik Sayilarin
Kutupsal (Trigonometrik) Gosterimi

b Ala.0) A noktasinin baslangig
noktasina uzaklg |OA| =r,
I
|OA| Isininin Ox ekseniyle
g . pozitif yonde yaptigi aginin
o 8 dlgisii de © olsun.

r ve 0 reel sayilarina A noktasinin kutupsal koordinatlari
denir. Bu nokta A(r,0) seklinde gdsterilir.

Diizlemde bir 0 baslangi¢ noktasi ve bir Ox baslangig 1sin
secelim. O baslangi¢ noktasina kutup noktasi, Ox baslangig
Isinina da kutup ekseni denir. Bir kutup noktasi ve bir de
kutup ekseninden olusan koordinat sistemine kutupsal
koordinat sistemi denir.

A noktasinin kutupsal koordinatlari (r,0) ise r ye yaricap
bileseni ve 6 ya agisal bilegen denir.

Kutupsal koordinatlari (r,0) olan A noktasi

(r,0+2m), (r,0+4n), (r,0—2n),.... Ikililerinden biri ile
belirtilebilir.

Her k € Z igin
Al ) (r,0 +k.2m) ikilisi A(r,0)
L noktasinin kutupsal

koordinatidir. Buna gore
kutupsal koordinat
sisteminde, diizlemin bir
noktasina birden gok
kutupsal koordinat ikilisi
karsilik getirilebilir.

M“
o

16




Ornek:

Kutupsal koordinatlari A(3,30°) ve B(5,240°) noktalarini
kutupsal koord!irnat duizleminde gdsterelim.

3 A
24“}' 10"
L/

w

A. Bir Noktanin Kartezyen Ve Kutupsal Koordinatlari
Arasindaki Bagintilar

Bir A noktasinin kartezyen

Aia b )
b koordinatlari A(a,b) kutupsal
koordinatlari A(r,0) olsun.
I
Yandaki sekilden;
g x
1] a

r:\/a2 4 b

a
c0s0 =—=a=r.cos0
r

b R,
sin@ = — = b =r.sin® oldugu gorullr.
r

Ornek:

33

Kartezyen koordinatlar A(g '_T) olan A noktasinin,

kutupsal koordinatlarini yazalim.
Coziim:

A(g ,—#) kutupsal koordinatlari A(r,0) ise

r=vaZ +b° = G)z{—ﬁ)z:f:s tir.

2

3
9 1
cosf =— = 2__
3 2
/3
— 2 \/g
sind = — = —=— = —— olup,
r 3 2
Kosinlisii — ve sinisi — By olan agi 4. bélgede olup

i 5t ..
Olglisti 6 = — tdir.
3
O halde A noktasinin kutupsal koordinatlari

5
A(3,—n) olur.
3

Ornek:

Kutupsal koordinatlari A(4,%n) olan A noktasinin,

kartezyen koordinatlarini yazalim.
Coziim:
2 1
a=r.cosf = 4.cos—n =4l -—|=-2ve
3 2
2
b=r.sin6 = 4.sin?n - 4.@ =23 olup

A noktasinin kartezyen koordinatlari

A(—2,2\/§) olarak bulunmus olur.

B. Bir Karmagik Sayinin Kutupsal Koordinatlari

iy Komplex diizlemde A(a,b)
Az b .
b z=a+bi noktasina eslenen z = a+bi
karmasik sayisinin yeri
o SIK say y
|0A| =[2| = ve s(HOA) = 6
] 2 e - dr

Anoktasi A('z].6) ikilsiyle belirlentr.
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Yukaridaki sekildeki liggende

|z| :\la2 +b2 ,

sin® = E b= |z|.sin6,
g

a
cosO :|— <a :|z|.cose
Z

a ve b yerine degerleri yazilarak
z=a+bi= |z|.cose + |z|.sin9.i = |z|.(cose + i.sine) yazilr.

Ucgendeki © agisinin dlgiisii olarak k  Z ve
0 < 0 < 2kr olmak lzere 0+ 2kn sayilarindan herhangi
biri alinabilir. 6 ya bu aginin esas él¢lisi denir.

Tanim

0+ 2kr sayllarina z = a+b.i karmagsik sayisinin
argumentleri denir.

arg(z) = 0 + 2kn yazilir. 0 < 0 < 2kn olmak lizere 0 ya bu
aginin esas arglimenti denir. arg(z) = 6 yazilir.

Ornek:

Kutupsal koordinatlari (\/g ,%n) olan karmagsik sayiy!

standart bigimde yazalim.
Coziim:
Kutupsal koordinatlari (\E ,%n) olan karmagik sayinin

mutlak degeri (moduilii) V6 ve arglimenti %ﬂ tir.

Buna gére,

z= |z|.(cose + i.sine) = \/g.(cos%n + i.sin%n)

{nB) 5,

=————.i bulunur.

2 2 2

Ornek:

z =1++/3.i sayisini kutupsal bigimde yazalim.

Coziim:
|z|: a +b2= 12+(\£)2:\/Z:2
cosezi:lve sin6=£=—3

|Z| 2 |z| 2

Kosin(isi 2 ve sinusl By olan agi 1. bolgede olup élglst
=T i,
3
Ohalde arg(z) = g + 2kn olup esas argiimenti

arg(z) = 3 tir.

z =1+ /3. sayisinin kutupsal bigimi;
z= |z|.(cose +. sin6) = 2.(008% +i. sing) tar.

k € Z olmak lizere

zZ= 2.(003(% + 2knj +i. sir(g + 2knjj tar.

Ornek:

z =2 -2 sayisini kutupsal bicimde yazalim.

Coziim:
cosezi:i: ve Sine:_:_—ZZ—ﬁ
]~ 22 "2k 2
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9 J2 z =4 -8i karmagik sayisinin argimenti x olduguna gére,
Kosinusl - ve sinlisll — By olan ag! 4. bdlgede olup

R n .. tanx = — = — = -2 dir
olglisti 6 = ”y tir. a
7 " . 0 .
O halde ary(z) = Tn + 2kn olup esas argiimenti Ornek:
T . z = 2+ 2i karmasik sayisinin esas argimentini bulalim.
arg(z) = " tar.
Goziim:

z = 2 -2 sayisinin kutupsal bigimi;

|z|:\/a2+b2 V2122 —2\2
N

cose—i—i——ve
_|z|_2\5_ 2

7 7 ;
Z= 2\5.(005% + i.sinf) tar.

k e Z olmak lizere

. b 2 2
z = 22/ cos 7—ﬁ+2kn +i.si 7—n+2kn tar. sinG = 77 =—==—
4 4 ] 2v2 2

Ornek: Kosinust - ve sinisi oy olan agi 1. bdlgede olup

T
Olglisti © = — tir.
z= 4.(cos%7E +1. sinZ—Z) karmasik saylyi standart bigimde ¢ 4

yazalim. -
O halde arg(z) = 7 + 2kn olup esas arglimenti
Coziim:
T ..
arg(z) = — tdr.
5n 5n 4
z = 4] cos— +i.sin— |=4.\c0s150° +i.sin150°
6 64
IL.Yol
J3 1 ' z =2+ 2i karmasik sayisinin reel kismi ve sanal (imajiner)
=H - s —2V3 +2i kismi pozitif oldugu iin, bu say1 birinci bélgededir. Bu

durumda, z' nin esas arglimenti (00,900) araligindadir. z
nin argiimenti 6 olsun.

Ornek:
i imenti x olduduna o Buna gore, tan0 = = = 1= tan45° ise, 0 = 45° di

z =4 -8i karmagik sayisinin arglimenti x olduguna gore una gore, tant = =1=tan4s" Ise, 0 = Ir.
tanx kagtir?
Gozim: Ornek:
z =a+bi karmagik sayisinin argiimenti 0 ise, z = 2+ 2i sayisini kutupsal bigimde yazalim.

b 6ziim:
tan6 = — olur. ¢

a

Bir dnceki Ornekte z = 2+ 2. sayisinin esas argimentini
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0 = 45° ve modiiliini |z| = 2\5 bulmustuk. O halde bu
karmasik sayinin kutupsal sekli

2 = [2] (cos 0 +i.5in6) = 21/2.(cos 45° +i.sin45°) dir.

Ornek:

zZ= —2@ —2i karmagik sayisinin moduliini ve esas
argimentini bulalim.

Goziim:

17 - (—2\/5)2+(—2)2:\/12+ — 16 = 4 tir.

z karmasik sayisinin reel kismi ve sanal (imajiner) kismi
negatif oldugu icin, bu sayi Gigiincii bélgededir. Bu durumda,

Z' nin esas argumenti (1800,2700) araligindadir. z nin
argimenti 6 olsun.

o = 210° dir.

O halde z = —2\5 —2i karmasik sayisinin kutupsal sekli

7 7
z = 4.(c0s210° +i.5in210°) = 4.(003% + i.sinf)

= 4.cis7—Tc
6
Ornek:
z = 2. sayisini kutupsal bigimde yazalim.
Coziim:

z = 2i karmasik sayisinin moduil,

1 V0% +2% =4 =2 dr.

z karmasik sayisinin reel kismi 0 ve sanal (imajiner) kismi
pozitif oldugu igin, bu sayi sanal eksenin pozitif tarafi
tizerinde bulunur.

Dolayisiyla esas argiimenti 90° dir.

O halde z = 2. karmasik sayisinin kutupsal sekli

7=2] cos= +isinz |=4cis— olur.
2 2 2

Ornek:
z = 4 sayisini kutupsal bigimde yazalim.

Goziim:
z = 4 karmagik sayisinin modul, |z| = \/472 =4 tir.

z karmasik sayisinin reel kismi 4 ve sanal (imajiner) kismi
0 oldudu icin, bu sayi reel eksenin pozitif tarafi lizerinde

bulunur. Dolayisiyla esas arglimenti 0° dir.

O halde z = 4 karmagik sayisinin kutupsal sekli

zZ= 2.(cosO0 +i.sin0° ): 4.cis0° olur.

Ornek:
z = —16 sayisini kutupsal bicimde yazalim.
Cozim:

z =16 karmasik sayisinin moduild, |z| = \/(—16)2 =16
drr.

z karmasik sayisinin reel kismi -16 ve sanal (imajiner)
kismi 0 oldudu i¢in, bu sayi reel eksenin negatif tarafi

tizerinde bulunur. Dolayisiyla esas arglimenti 180° dir.

O halde z = —16 karmasik sayisinin kutupsal sekli

zZ= 16.(c031c + i.sinn)z 4.cisr olur.

C. Kutupsal Bigimdeki Karmagik Sayilarla Carpma
Islemi

.(cos<x +1. sina)

z1 = z1 .(cose+i.sine) ve 22 = z2

karmasgik sayilari verilmis olsun.
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Bunlarin garpimi;

z1 .z2 = ‘21‘.‘22‘.[cos(6 + o) +1.sin(0 + a)] dir.

Buna gore z1.z2 carpiminda

|l v

arg(z1.22) arg(z1)+arg(22) =0+a dr.

O halde kutupsal koordinatlar ile verilen z, = (r1,e) ve

z2 = (rz,a) karmasik sayilari igin z1.z2 = (r1.2

iki karmagik sayinin garpiminin modiilti, modiiller garpimina
ve carpiminin argtimenti, argimentler toplamina esittir.

Ornek:

z, = 2.(005200 + i.sinZOO) vez, = 3.(cos40° + i.sin40°)

olmak lizere z1.z2 garpimini bulalim.

Goziim:
21.22 = 21.22 =23=06ve

o o o
arg(z1.22)=arg(z1)+arg(22)=20 +40" =60" olup

2,2, = 6.[003600 + i.sinGOOJ bulunur.

Bu carpimi standart bicimde yazarsak;

1 3
z,z, = 6.[005600 +i.sin60°]: 6. —+£.i
12 2 2

=3+3v3J olur.

r ,e+a) dir.

Ornek:
2, - 56.(cos135° + i.sin135°) ve
z, = \E.(cos15° + i.sin15°) olmak lizere 2,2, Garpimini

bulalim.

Goziim:

_ ‘21‘.‘22‘ = 57242 =10

‘21 '22‘

ag(z. z ) =135° +15° = 150°

12
2,2, = 10.[0031500 + i.sin150°]
J3 o1 .
=10 —— +—.i |[= -5v3 +5. bulunur.
2 2
Ornek:

z= r.(cose + i.sine) olduguna gore

22 - r2.(cos29 + i.sinze) oldugunu gésterelim.

Cozim:

2

Z =z2z= r.r.[cos(e + 6)+ i.sin(e + 9)]

= r2 .(cosZG + i.sin26)

Ornek:

z = 4cis72° ve w = 5cist8° olmak iizere zw karmasik
sayisini standart bigimde yazalim.

Coziim:

|z.w| = |z||w| =45=20

arg(z.w) = arg(z) + arg(w) = 72° +18° = 90°

Zw = 20.(c0390° + i.sin90°)= 20(0+1.1) = 20i olur.
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D. De Moivre Formiilii

VneZ igin (cose + i.sine)n = (cosne + i.sine) drr.
Bu esitlige De Moivre formdilii denir.

zZ= |z|.(cose + i.sine) olmas! durumunda De Moivre
formdilinden dolay!

vneZ igin P |z|n.(cosn6 + i.sinnG) elde edilir.

Ornek:

2

Goziim:

De Moivre formdll kullanilarak,

76

\/g 1. n .. T 76
— =i =| cos— +i.sin—
2 2 6 6

- cos(m.ﬁj + i.sir(76.£j

6 6
= COS§ 4—TC+6.21c +i.si 4—TE+6.21c
6 6

03
2

2 . . 2n 1 .
=COS— +LSIN— =——+ A
3 3 2

Ornek:

z = cos45° +isind5° ise 26 degerini bulalim.

Goziim:
0 (cos45° + i.s,in45°)6 = cos(6.45° )+ i.sin(6.45°)

= 005270° +1i.5in270% = 0 +i(~1) = —i bulunur.

\6 1 76
[— + Eij karmasik sayisini a +b.i seklinde yazalim.

E. Kutupsal Bigimdeki Karmagik Sayilarla Boime
Islemi

.(cos<x +1. sina)

zZ =
1

karmasik sayilari verilmis olsun.

z1 .(cose+i.sine) ve 22 = 22

Bunlarin bollim;

2 2 =1 [cos(6 - a) +i.sin(® - o) ] dr.
172 ‘Z ‘
2
“1 2 A
Buna gore — bdliimiinde A e
z
2 2 22
“1
arg(—) =arg(z, ) —arg(z_) =0 -« dir.
z2 1 2

O halde kutupsal koordinatlar ile verilen z, = (r1,6) ve

Z r

- icin —L = 2
Z, _(rz,a) karmasik sayilari igin = ,0—a | dr

2 "

iki karmagik sayinin béliminiin modili, modiller bélimine
ve bélliminln arglimenti, argiimentler farkina esittir.

Ornek:
z, = 12.(cos54° +i.sin54°) vez, - 2.(003240 + i.sin24°)

Z
olmak uzere 4 bollimiind bulalim.

%
Cozim:
Z 4
12
B o= 6,
Z
2 ‘22‘
Z1 0 0 0
ag(—) = arg(z1) —arg(zz) =54~ —24° =30 dir.
2
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z 1
A 6.[003300 + i.sin30°]: 6{@ + i.E} —3y3 +3i
z

2

Ornek:
z, = 4.(0032100 + i.sin210°) ve

Z
2, = 4.(003450 + i.sin45°) olmak tizere — blimiini
Z
2

bulalim.

Coziim:

Z

arg(_1) = arg(z1)—arg(22) - 210° —45° —165° dir.
z
2

Z
1 _ c0s165° +i.5in165° bulunur.
VA

2

Ornek:

z= |z|.(cose+ i.sine) olmak tizere 2~ ' = % karmagik

sayisini kutupsal bigimde yazalim
Coziim:

1 1 1.!cosO° +i.sin0° ’
z

|z|.(cose+ i.sine)

1

Z

.(cos(O - 9)+ i.sin(O - 6))

= é.(cos(— e) +1. sin(— 9))

z= |z|.(cose + i.sine) icin

21 é.(cos( 9)+ i.sin(— e)) dir.

2_1‘ = |z|_1 ve Arg(z_1)= —Arg(z) dir.

Ornek:

z= 2.(cos60° + i.sin60°) karmasik sayisinin carpma
islemine gore tersini bulalim.

Goziim:

—1 1

Z =

N | =

2.(cos 60° +i.sin60°)

1.(cos 60° —i.sin60°)
= olup .

2.(cos? 60° + sin? 60°)

c0s60° = cos(—60°) oldugundan

1 1.(cos(—60°) + i.sin(—60°))
2

1

= E.[cos(360° —60°) +i.sin(360° — 600)]
1 0 0

= E cos 300~ +1i.sin300

Ornek:

zZ= 20.(cos19° + i.sin19°)ve w= 5.(cos 7° 4+ i.sin71°)

olduguna gére — bolimind bulalim.
w

Goziim:

- 308°
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z_ 4.(cos 308° + i.sin308°): 4cis308°
w

Ornek:

3i
z= karmasik sayisinin esas

5.(cos 20° +i. sin20°)
argumentini bulalim.

Coziim:

0, «ingn®
z= 3(cos 90 +isin07) _ %.(cos 70° + i.sin70°) olur.

5.(cos 20° +i.sin20°)

O halde z karmasik sayisinin esas arglimenti 70° dir.

Ornek:
z= 5.(003100 + i.sin10°) olduguna gore 23 iin kutupsal
koordinatlarini bulalim.

Goziim:
28 = 53.(cos(3.10°) + i.sin(3.10°))
= 125.(cos30° + i.sin30°) olur.

Buna gére z3 un kutupsal koordinatlari (125,300) dir.

Ornek:

100

z = -1+ /3. olduguna gére z U standart bicimde

gosterelim.

Coziim:

2] = V(12 + (3)? = V4 =2 dir

z karmasik sayisinin reel kismi negatif, imajiner kismi
pozitif oldugundan bu sayi komplex dlizlemde ikinci
bdlgededir. Bu durumda z karmasik sayisinin esas

argiimenti {90° ,1800) araligindadrr.

z nin esas arglimenti 0 olsun.

Buna gore,

3
tan0 = £1 - /3 = tan120° olup 0 = 120° bulunur.

Buna gére z nin kutupsal gésterimi,

zZ= 2.(cos120O + i.sin120°) dir.
/10 _ 2100.(005(100.1200) + i.sin(100.120°))
= 2100.(cos12000° + i.sin12000°)

= 2100.(cos120° + i.sin120°)

= 2100.(— 1, éuj = 2% 2% 3

2 2

12000° nin esas olgtist 120° oldugundan 12000° yerine

120° yazildi.

Ornek:

z= 5.(cos12° + i.sin12°) sayIsinin ¢arpma iglemine gére
tersinin esas argiimenti kag derecedir?

Cozim:

z karmasik sayisinin garpma islemine gore tersi 271 dir.

Buna gére,

_1 1

z :5.(00312°+i.sin12°]
:5_1[cos(—1.12°)+i.sin(—1.12°)]
1 0], 0
:E.cosf12 +i.sinl—12
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.(cos348° + i.sin348°) olur.

o | =

Burada —12° nin esas olgusi 348° oldugu igin —12°

yerine 348° yazildi.

Buna gore z_1 nin esas argliment 348° dir.

Sonug

. . -1
z =r.cis® olmak lizere z

= | =

.cis(2n - 6) dir.

Ornek:

z= 2.(cos 70% +i. sin70°) karmasik sayisinin egleniginin
kutupsal koordinatlarini bulalim.

Goziim:
z= 2.(003700 + i.sin70°) ise

7= 2.(003700 - i.sin70°)

2((cos(~70) +i.sin(-70))

)

olduguna gore 2 nin kutupsal koordinatlari (2,2900)

= 2.(0052900 +i.sin290°

Sonug

z = r.ish olmak iizere z = r.cis(2n - e) dir. Buna gore, bir

karmasik sayinin esas argimentinin él¢lst raydan tirinden
0 ise, bu karmagik sayinin egleniginin esas argiimenti
2n—0 dr.

Ornek:

zZ= 2.cisg karmasik sayisinin esleniginin kutupsal

koordinatlarini bulalim.

Goziim:

z=2cd 20— =] = 2682 o,
5 5

Kural

Z, = a+b.i karmasik sayisinin komplex diizlemdeki

gorintusu M(a,b) noktasi olsun.

¥ arg(z — zO) = 0 kosulunu
= F sadlayan z karmasik sayilarinin
0 gy gorintlisi MP yari dogrusudur.
A
0 ¥
Ornek:

z =x+y.i olmak iizere arg(z —i) = 60° esitligini saglayan
z karmasik sayilarinin karmasik dlizlemdeki gériintistn(
gosterelim.

Goziim:

i karmasik sayisinin diizlemdeki gorintist M(0,1) dir.

arg(z —i) = 60° kosulunu saglayan z karmasik sayilarinin
karmasik diizlemdeki goriintisi MP yari dogrusudur.

Y MP vyari dogrusu Uzerindeki her say!
P (nokta) arg(z i) = 60° kosulunu
Edl saglayan z karmasik sayisi olabilir.
.-},EDD ;
X

Ornek:

z =x+yi olmak iizere arg(z -4 + 3i) = 90° ve

arg(z) - 60° esitliklerini saglayan z karmasik sayisini
bulalim.
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Goziim:

arg(z) = 60° kosulunu saglayan z karmasik sayilari OP
yari dogrusu Uzerindeki sayilardir.

arg(z — 4 + 3i) = 90° ise arg(z — (4 - 3i)) = 90° dir. Bu
kosulu sadlayan z karmasik sayilari M(4,—3) olmak tizere
MN yari dogrusu tzerindeki karmasik sayilardir.

Her iki kosulu da saglayan z
karmasik sayisi OP yari
dogrusu ile MN vyari
dogrusunun kesistigi noktadir.
Bu noktayr OHK dik
ucgeninden buluruz. Buna gére

K(4,4\ﬁ) tir.

ye

k.

a3

L

3

ot

Bu durumda z = 4 + 4+/3.i dir.

F. Orijin Etrafinda Dondiirme

z =rcis® karmasik sayisinin orijin etrafinda pozitif yonde
o kadar dondirlimesiyle elde edilen karmasik say,

W= r.cis(e + oc) olur.

Bu durumda w = z.(cow + i.sina) diyebiliriz.

Ornek:

z= 17.(003350 + i.sin35°) sayisinin orijin etrafinda 70°
déndurtimesiyle elde edilen karmagik saylyi bulalim.

Goziim:

z= 17.(003 350 +1i. sin35°) sayIsinin orijin etrafinda poxzitif

yonde 70° dondurilmesiyle elde edilen karmasik say,
W= 17.(008(350 +70° )+ i.sin(35° +70° »
= 17.(cos105° + i.sin105°)

— 17.cis105°

Ornek:

z =2+ 3i karmasik sayisinin orijin etrafinda pozitif ydnde

90° dondurilmesiyle elde edilen karmagik say! w
olduguna gore z ve w karmasik sayilarini komplex
dlzlemde gésterelim.

Goziim:

z =2+ 3i karmasik sayisinin orijin etrafinda pozitif ydnde

90° dondiriilmesiyle elde edilen karmasik say,

w= z.(cosQO0 + i.sin90°): (2 + 3i).(0 + i)

:2i+3i2 =-3+2i
3 ¥
. o
-3 u] 2
Ornek:

z= 9.(005250 + i.sin25°) karmasik sayisinin orijin

etrafinda negatif yénde 10° déndirilmesiyle elde edilen
karmasik sayly! bulalim.

Cozim:

z= 9.(cos 250 +i. sin25°) karmasik sayis orijin etrafinda

negatif yonde 10° dondurilmesiyle elde edilen karmagsik
sayl,

w= 9.(cos(25° -10° )+ i.sin(250 —100))

= 9.(cos15° + i.sin15°): 9.cis15O

lll. Bir Karmagik Sayinin Kokleri

u ve z birer kompleks sayive ne N" olmak sartiyla
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2" = u denklemini saglayan z karmasik sayisina u
karmasik sayisinin n inci kuvvetten koki denir.

. n
z="uise 2" =u dur.

Ornek:

22 =5-12.i denkleminin koklerini bulalim.

Goziim:
z=x+y.i olsun.

z2 =5-12i ise,

2
(x+yi)" =5-12i = x? + 2xyit y2.i% =512

= x2 + 2Xyi— y2 =5-12i

Karmasik sayilarin esitliginden,

x2 —y2 =5 ve xy=—6 olmalidir.

Bu esitlikler degerlendirilerek,
[x=3vey=-2]veya[x=-3 ve y=2]olmasi
gerektigi bulunur.

Buna gre, z=3-2i veya z=-3+2i olur.

Sonug

22 =w egsitligini saglayan z karmasik sayilari toplama
islemine godre birbirinin tersidirler.
Yani 22 =w egsitligini saglayan z karmasik sayilari, z, ve
z_ise z =-z_ dir.

1 2

2

Ornek:

22 — 68, denkleminin kiklerinden biri — 2 + /2.,

digert — (-2 +v2i) =2 V2. dr.

Kural

W= r.(cose+ i.sin9)

= r.(cos(e + k.21c)+ . sin(e + k.21'c))

bir karmagsik sayi ve ne N" olmak sartiyla M —w
denkleminin kokleri asagidaki esitligi saglayan zk sayisinda

k yerine, 0,1,2,...,(n-1) yazilarak bulunur.

z = %.[cos(e hi k'2n) +1. sir-(e hi k.ZnH dir.
k n n

Ornek:

22 — 9.¢is50° denkleminin kklerini bulalim.

Coziim:

0
, - \/glci{SO + k.ZnJ
k 2

2, = 3.cis(25° + k.180°)
Bu esitlikte k yerine 0 ile 1 yazildi§inda,

22~ 9.is50° denkleminin kokleri,

2, = 3.cis(25° + o.1so°)= 3.is25°
2, = 3.cis(25° + 1.1800): 3.¢is205° bulunur.

Ornek:

z= 4.(003% + i.singj karmasik sayisinin karekoklerini

bulalim.
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Goziim:

T ro02n T o2n
z0 =\/Z. cos3 2 +i.sir‘.3

Ornek:

z = -3 karmasik sayisinin karekoklerini bulalim.

Coziim:
1 1
z=-3=-3+0iise z2 =(-3)2 =+/-3 olup,

zO:JjB:\/g.i

= —ﬁi bulunur.

zZ =-2
1 0

Ornek:

z =i karmasik sayisinin karekoklerini bulalim.

Goziim:

) T, . n
z=i=1] cos—+i.sin— | olur.
2 2

T ro02n T ro02n
z = \ﬁ cos +i.sin
0 2

=1

VR

T o, . T
COsS— +1.SIn—
4 4)

Sl
N |5

T 120 T 120
z =\ﬁ. cos 2 +i.sin

(oo

Ornek:

22 =1+i denkleminin ¢dzim kiimesini bulalim.

Goziim:

1+i= \E.(cosg + i.sin%j olup

z2 = |z|2 .(00526 + i.sin26) dir.

Buradan

|z|2 .(00329 + i.sin26) = \E.(cosg + i.sin%) olup
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Bu esitlikten,

Slff =Vl =-Y2 v

29:§+2kn:>6:£+kn olur.

k = 0 ve k = 1 degerlerini alir. Diger degerler igin aynidir.

k=0igin; 0 _ olup z —%(coszﬂ.sinzj ,
8 0 8 8

- 9 9 9
k=1igin; 6 = = olupz = Yol cos=Z +i.sin=
8 0 8 8

bulunur.

Ornek:

z = 8 sayisinin kiipkéklerini bulalim

z=8= 8.((:0300 + i.sinOO) oldugundan bu sayinin kiip
kokleri

Goziim:

(o} 0
2 2
z :3\/8. cos0 +0 n+i.sin0 +0.2n

0

- 2.(00500 + i.sinOo)z 2

0 o
1.2 1.2
z1 :3\/8. cos0 ki n+i.sin0 rlom

2r . . 2n
= 2| cos— +i.sin—
3 3

:2.(—1+§ij:—1+\/§i :

2

2

(0]
zZ_ = %/7.[008 0 +32 2n

_09+22n
+i.sin
3
4 | 4n
= 2| cos— +i.sin—
3 3

:2.[—1—£i):—1—\ﬁi
2 2

Coziimlii Sorular

1. i2 = —1 olmak Uizere \/—5.x/§.x/—15 ifadesinin

sonucunu bulunuz.

Goziim:

V- 5/34/-15 ifadesi reel sayilarda tanimsizdir. Ancak
komplex sayilarda sonucunu bulabiliriz.

V=5:/34-15 = 5.(-1)/3./5.3(-1)
—5i/3:/5.4/3i

=53i" =-15

2. i%-—1ven pozitif tam sayi olmak lizere
i4n+3 B i8n -1
ifadesinin esitini bulunuz.

i2716n
Cozim:

i2 = —1 ve n pozitif tam sayi olmak tzere,

4n+3 Un 4 ile boliminden kalan 3 tir.

4n+3

Bu nedenle i = i3 =—i dir.

8n—1 in 4 ile bolimiinden kalan -1 dir. -1 de mod 4 te 3 e
denktir.
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8n—1_.-1_3

Bu nedenle i i =i =i dir.

2 —16n in 4 ile boliminden kalan 2 dir.

Bu nedenle 1> 10" =i — 1 dir,
i4n+3 7i8n—1 im ()
O halde, 2-en a— =0 bulunur.
3. % = 1 omakizere (z+1)(1+1)+z=8+4
olduguna gére Re(z).im(z) kagtir?
Goziim:

i2 = —1 olmak lizere z = x +y. olsun.

(2+1)(1+1)+2 =8+ 4i ise,

=z+zi+1+i+z=8+4i

:>(xfy.i)+(xfy.i).i+1+i+x+yi:8+4i

:>2x+x.i—y.i2+1+i:8+4i

:>(2x+y+1)+(x+1).i:8+4i
=x+1=4 ve 2xX+y=7
=x=3 ve y=1bulunur.
O halde

z=x+yi=3+idr.

Re(z).Im(z) = 3.1= 3 olarak bulunur.

4, i2 =-1ve z=x+y.i olmak izere |z—1+i| <1
olduguna gore |z +3- 4i| nin alabilecegi en biyik
deger kag birimdir?

Coziim:

|z -1+ i| <1 esitsizligini sadlayan z karmasik sayilari

merkezi M(1,71) ve yarigap! 1 birim olan ¢cemberin

Uzerindeki noktalar veya bu gemberin i¢ bélgesindeki
noktalardir.

|z +3- 4i| = |z - (— 3+ 4i)| ifadesi, z karmasik sayilari ile
—3+4i sayisi arasindaki uzakligi ifade eder.

N E Yandaki sekil verilen kosullara
4 uygun olarak gizilmistir.
NHM dik G¢geninde pisagor
3 L . teoreminden,
o
\:Q, |N|v||2 = |NH|2 +||-uv||2
H
|N|v||2 —52 142 4
= NV| =41 dir.

|z—1+1 < 1 kosulunu saglayan karmasik sayilardan;
N noktasina en yakin olan M merkezli gember lizerindeki L

noktasli, N noktasina en uzak olan M merkezli gember
lizerindeki B noktasidir. |MB| =1 br.

INB| = [N +|MB| = v/41+1 dir.

Bu soruyu iki nokta arasindaki uzaklik formiiliini kullanarak
¢ozelim; N(— 3,4) ve M(1,—1) olmak Uzere,

INM] -+ |MB| = \/(—3 2 1 (4= (—1)2 +1= 41 +1 dir.

2 . (1+10)" +i . .
5. i" = -1 olmak Uzere z=———— olduguna gore
1-i
Re(z) —im(z) kagtir?
Cozim:

(1+i)2 (i (1+) =1+ 2i+1% =2 ve

(1+1) = [(1+i)2]2.(1+i) — 4% (14i)= 44
olduguna gore,

(1+i)5+i
Z= =
1—i 1-i

—4-di+i  (-4-3i(1+i)
O (1=i)(1+0)
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Rt e e e (N S
Tioi—12 2 2 2
. 1 7
Re(z) —Im(z) = ——= + = = 3 bulunur.
2 2
6. i2 = —1 olmak (izere x3 -3+ i).x2 +2(k+i)x=0

denkleminin kéklerinden biri 1+i olduguna gore k reel
sayisi kagtir?

Goziim:
)2 . . 2,
(1+|) =(1+i).(1+i)=1+2i+i" =2i ve
33 £ 2 . . . -
(1+1)7 = (40" (1+0) = 20(1+) = -2+ 2 dir.
X3 —(3+0)x% +2.(k+i)x =0 denkleminin koklerinden biri

1+i olduguna gore, bu kok denklemi saglar.

Buna gore,
x3 —(3+ i).x2 +2.(k+i).x =0 ise,

) — @i+ + 2+ i1 +i) = 0

—2+2—(3+i)2i+2(k+i)(1+]) =0

24 2i— 61— 2% + 2+ 2Ki+ 21+ 2% =0
—2i+2k+2ki-2=0
(2k—2)i+2k—2=0+0i

k =1 bulunur.

. —1—i
1. i2 = —1 olmak lizere 1< z !

< 3 kosulunu

|
saglayan z karmasik sayilarinin grafigini ¢iziniz.

Goziim:

2
i

, . z .
=-1ve z=x+y.i olmak lizere 1< <3 ise,

2

:>12 <(x=1) +(y—1)2 £32 dir.

(x—12 +(y 12 > 12 esitsizligini merkezi 0(11) ve
yarigap! 1 br olan gemberin dis bélgesindeki sayilar
(noktalar) saglar.

(x=12 +(y - 1? <3 esitsizligini merkezi 0(11) ve
yarigap! 3 br olan gemberin Ustlindeki noktalar ile bu
gemberin i¢ bélgesinde bulunan sayilar (noktalar) saglar.

Buna gdre yanda taranmis olarak
gosterilen bolgedeki sayilar
verilen esitsizligi saglar.

8. i2 = —1 olmak (izere, koklerinden biri 4 +i olan reel
katsayil ikinci dereceden denklemi bulunuz.

Cozim:

i2 = —1 olmak Uzere, koklerinden biri 4 +i olan reel
katsayili ikinci dereceden denklemin diger koki 4 +i nin
eslenigi olan 4 —i dir.

Kokleri 4 +i ve 4 —i olan ikinci dereceden denklem,
[x—@+i][x-@-i]=0
[x—4-i][x-4+i]=0

x2 —4x+x.i—4x+16—4i—x.i+4i—i2 =0

x2 —8x +17 = 0 olarak bulunur.
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9. i2 =-1ve x eR olmak Uzere, z =1+ (x+1).i ,

‘— zZ+ i.z‘ = 24/13 olduguna gore, x in alabilecegi

degderlerden kiigiik olani kagtir?

Coziim:

z=1+(x+1).i ve ‘— zZ+ i.z‘ =213 esitlikleri verilmigtir.

Bir karmasik sayinin esleniginin mutlak degeri, o karmasik
sayinin mutlak degerine esittir. Buna gore,

‘— Z+ i.z‘ = |— z+ i.z| dir.

Bir karmasik sayinin toplama islemine gére tersinin mutlak
degeri, o0 karmasik sayinin mutlak degerine esittir. Buna
gore,

|— zZ+ i.z| = |z - i.z| dir.
Bu durumda,

‘—z+i.z‘:2\/a
|z—|z| 2\/7 |Z1—I|—2\/7 |Z||1—I|—2\/7

= |z|.\/ 25 (—1)2 = 2\/% = |z|\/5 = 2\/@
:>|Z| =J?6:>|1+(x+1).i| =\/ZG

oV Ra(x 412 =26 = 14 (x+1)% = 26

:>(x+1)2 =25=>x+1=5 veya x+1=-5
= x=4 veya x =6 olur.

x in alabilecegi degerlerden kiiclik olani -6 dir.

10. i2 = —1 olmak Uzere, 22+ |z| —30 =0 olduguna gére
[Re(z)]2 + [im(z)]2 kactir?
Goziim:

i2 = —1 olmak iizere, z = x + y.i olsun.

zz = (X+yi)N(x—yi) = x2 + y2

~|¢f? dir

z.;+|z|—30:0:>|z|2 +|z|—30=0

= QZ‘ + 6).(|z| - 5) =0=> |z| = —6 veya |z| =5 tir.
Ancak |z| = -6 olamayacagindan |z| =5 tir.

2

|z|:5: X +y2=5:>x2+y2=25

[Re(2) P +[im(»)J? = 25 bulunur.

11. i2 = 1 olmak iizere, z = 2.cis15° ve
w=2+2i olduguna gére z ile w karmasik
sayilari arasindaki uzaklik kag birimdir?

Coziim:

u=r.cis0 bigiminde verilen u karmasik sayisinin orjine
uzakhi§ (moduld) r dir. u karmagik sayisini orjine birlestiren
dogru pargasinin x ekseniyle pozitif yénde yapti§i agi 0
drr.

z=2cis15° ve w = —xﬁ + \E.i karmasik sayilarini
komplex diizlemde gdsterelim.

W [ o -2 br
140" z |OW| =2br.
15" is”
i 0

m(w0z) = 120° ve
|wz| =X br. olsun.

x in degerini, wOz ikizkenar tiggeninde, ikizkenar licgen
ozelliklerini kullanarak bulabiliriz. Biz kosinUs teoremini
kullanarak bulacagiz.

wOz ikizkenar iggeninde kosin(s teoreminden,
jwaf” =fouf”

X2 :22 +22 —2.2.2.(—%):4+4+4:12

+|Oz|2 —2.|Ow|.|Oz|.cos 1200
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x2 =12=>x= 2\5 bulunur.

2
i

12. i° = 1 olmak iizere, z = 3.sin66° +i.cos66°) ,

u=2(cos56° —i.sin236°), w = cis2® karmasik

sayilari veriliyor. T = zd olduguna gore T karmasik
w

sayisinin kutupsal koordinatlarini bulunuz.

Coziim:

Sorunun cevabini bulmamiz igin dniimlzdeki ilk engel
karmasik sayilarin kutupsal gésterimlerinin standart
olmayisidir.

Bu durumda verilen sayilari r.(cos 0 +i.sin@) formuna
getirmeliyiz.

sin66° = cos(90° —66°) = cos24° dir.
cosing6’ = sin(90° —66°) = sin24° dir.

—5in236° = sin(~236°) = sin(360° — 236°)
= sin124° = sin(180° —124°)
= sin56°

Buna gére,
z = 3.(sin66° +i.cos66°) = 3.(cos 24° +i.sin24°)
u=2(0s56° —i.sin236°) = 2.(cos 56° +i.sin56°)

w =c0s2% +i.sin2° = 1.(cos 2° +i.sin2%) olur.

= 24° +56° —2° =78°
O halde T karmasik sayisinin kutupsal koordinatlari,

(|T| ,arg(T)) = (6,780) olarak bulunur.

13. % = 1 olmak iizere, 22 = 4i denkleminin koklerini

bulunuz.

Goziim:

22 — 4= 0+4i = 4(cos90° +5in%0°) olup

0
PR T

2, = 2.cis(45° + k.180°)
Bu esitlikte k yerine 0 ile 1 yazildiginda,

22 _ 4i denkleminin kokleri,

2, = 2.cis(45° + 0.1800): 2.cis5°

= Z(E +
2

%.i] —2442i

2, = 2.cis(45° + 1.180°)= 2.cis225°

= 2.(— cos45° —i.sin45°)

= —\/E —\/E.i bulunur.

14, i2 = —1 olmak Uzere, 22 =5+ 8i denkleminin kokleri

orani kagtir?
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Goziim:

22 = w esitligini saglayan z karmasik sayilari Z, ve Z,

ise, z. =—-z_dir.
1 2

Bu durumda 22 =5+ 8i denkleminin kokleri orani -1 dir.

15. i2 = —1 olmak Uzere, z3 = 8i denkleminin koklerini
kose kabul eden iiggenin alani kag birim karedir?

Goziim:

23 —8i = 2% — 8/(cos90° +i.5in%0°) dir.

Bu durumda,

90° + k.2 90° +k.2
zk = % cos[%}ﬂ.sir{#J
n

2, = Z.lcos(BOO + k.120°)+ i.sin(30° + k.120°) dir.

2 = 2.[005(300 + k.120°)+ i.sin(30° +k.120° )J
z1 = 2.[cos150° + i.sin150°]: —\ﬁ +i

z, = 2.[0052700 + i.sin270°J= -2i dir.

Bu kdkleri komplex diizlemde gésterelim.

Olusan ti¢genin taban uzunlugu 243 birim ve yuksekligi 3

birim oldugundan, 23 = 8i denkleminin kdklerini kose kabul

eden i¢genin alani,

233
2

=—" = Sﬁ birim karedir.

Konu Bitmigtir.
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